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Задача цього курсу поглиблення знань щодо математичного 

моделювання систем та процесів різної природи, та реалізація їх в 

сучасними програмними засобами, без посередньо системами 

автоматизації програмування такими як MAXIMA та MathCAD. 

Більшість навчального матеріалу присвячена використанню 

сучасних підходів до побудови, аналізу так званих фрактальних 

структур. На лабораторних заняттях буде запропоновано 

реалізація теоретичних підходів у вигляді програмних реалізацій. 

 

Базовою літературою для нашого курсу буде книга   “Фракталы и 

хаос в динамических системах. Основы теории”[1]. 

Кроновер, Р. М. Фракталы и хаос в динамических системах. 

Основы теории / Р. М. Кроновер. — М. : Постмаркет, 2000. — 

352 с. 



Для початку розглянемо приклад. Візьмемо відому функцію 

Веєрштраса 

W (x )=∑
n=0

∞

w
n
cos(2πb

n
x) , яка за своїми властивостями є скрізь 

безперервною й недиференційованою.  

 

В системі MAXIMA рядок для відображення її графіка буде 

виглядати: 

 
plot2d(sum(0.5^n*cos(2*\%pi*4^n*x),n,0,200), 

[x, 0, 0.5])$  

 

В результаті отримуємо графік, який зображений на малюнку 1.1. 

 



Рис.1.1. Функція Веєрштраса. 



 

Фрактальная размірність цього графіка дорівнює D=3 /2 при 

насиупним параметрах -  
b>1,0<w<1, D=2+logb w ,1<D<2 .  

 

Завдання 1.1. Для різноманітних значень w та b  побудувати 

графіки функції Веєрштраса. 

 

  



 



 



 



 



 



  



 
 





1.1. ПОНЯТТЯ L-СИСТЕМ  
 

Вперше поняття L-системи було введено угорським ботаніком 

Арістідом Ліндермаєром у 1968 році при вивченні ним розвитку 

простих  багатоклітинних організмів. 

Пізніше це поняття було поширеним на моделювання складних 

структур, що гілкуються (дерева, квіти), формальні мови, 

біологічні моделі відбору, фрактали та ін. 

Найпростішою з L-систем є детерміновані контекстно-вільні 

D0L-системи.  

Фактично L-система складається з побудованого в результаті 

ітераційного процесу слова і алгоритму його графічного 

відображення. Перша частина цілком відповідає вимогам 

лінгвістичного модулювання. 

В нашому випадку слово складається з символів-команд, що 

належать алфавіту Α={F ,b ,+,−,[ .]} . 

  



Алгоритм побудови слова полягає у наступному. До початкового 

слова W
0
=W

0
(F ,b ,+,−,[ .]) одночасно застосовуються 

породжувальні правила 
F→new F

b→new b  

тим самим породжуючи нове слово 

W
1
=W

0
(newF ,newb ,+,−,[.])  



При цьому слід зазначити, що не припускається послідовна 

заміна символів на одному кроці ітераційного процесу.  

Так не можна у слові Fb  правилами 
F→b

b→F  

замінити спочатку F  на b , отримавши bb , а надалі замінити b  

на F , отримавши FF . За нашим розумінням результат повинен 

бути bF . Ці особливості функціювання заміни в L-системах 

відмінюються від формальних граматик Хомського. 

Надалі ітераційний процес повторюється, породжуючи 

послідовність слів W
0
,W

1
,W

2
,… . 

Легко бачити, що породжувана послідовність буде мати складну 

внутрішню структуру символів.  

  



Наприклад, з початкового слова W
0
=F  та породжучих правил 

newF=F+F−−F+F , newb=b  можна отримати наступні 

символьні конструкції: 

W0
=F ,  

W1
=F+F−−F+F  

W2
=F+F−−F+F+F+F−−F+F−−F+F−−F+F+F+F−−F+F ,. ..

  



Алгоритми графічного відображення символьних послідовностей 

називають черепаховою графікою. Якщо уявити черепаху у якості 

матеріальної точки на площині, а стан її трійкою (x , y ,α) , де 
(x , y )  - декартові координати на площині, а α  - кут, відміряний 

від осі абсцис, в напрямку якого дивиться голова нашої Тортілли.  



Процес відбувається наступним чином. Спочатку черепашка 

знаходиться в нульовому стані - (x0, y0,α0) , наступний крок 

робить у напрямку свого погляду на відстань d>0 ,  при цьому 

повертаючи голову на постійний кут θ>0 .  При цьому наша 

черепашка читає слово зліва направо, й в залежності від 

прочитаного символу виконує наступні команди: 

F — пролізти на крок веред, промальовуючи при цьому свій слід 

(відрізок прямої); 

d — пролізти на крок вперед, не промальовуючи свого сліду; 

+ - повернути голову на кут  θ ; 

- - повернути голову на кут −θ ; 

[ - запам’ятати свій чинний стан (x , y ,α) (команда гілкування); 

] - повернутися в останній запам’ятований стан. 

Продемонструємо роботу нашої Тортілли на прикладі символьних 

послідовностей W
0
,W

1
,W

2
, які ми отримали у вищенаведеному 

прикладі (рис.1.3.1 та рис.1.3.2). При цьому маємо θ=
π

3 . 

 



Нижче приведений в узагальненому вигляді (без прив’язки до 

конкретної мови програмування) алгоритм реалізації L-системи 

та черепашачої графіки. 

  



 

Вхід: axiom;  слово-аксіома  

 newF ;  слово-правило F ↦→ newF  

 newb;  слово-правило b ↦→ newb 

 level;  кількість ітерацій 

 θ;  кут повороту черепашки  

Вихід: W  результуюча послідовність 

символів  

1: W = axiom;  ініціалізація шуканої 

послідовності символів 

2: повторюватить level раз ів  

3: Будуємо послідовність Т, що 

отримуємо з W шляхом замін F 

↦→ newF , b ↦→ newb;  

 



4: W = T;   

Інтерпретація символьного ланцюжка W 

5: α = 0;  Ініціалізуемо початкове 

спрямування черепашки 

6: (x0 , y0)=(0,0);  Ініціалізуемо початкове 

положення черепашки 

7: path=(x0 , y 0);  Ініціалізуємо масив точок 

ламаної шляху черепашки 

8: stack = ∅ ;  Ініціалізуємо стек 

гілкування 



9: для j = 1, . . . , довжина ланцюжка 

W  

 

10:  якщо W [j] = +, то α = α + θ;   

11:  якщо W [j] = −, то α = α − θ;   

12:  якщо W [j] = F , то   

13: x = x0  + cos α;   

14:  y = y
0  + sin α;   

15:  path = path ∪  (x, y);   

16: (x0 , y0)=(x, y);   

17:  якщо W [j] = [, то stack = stack ∪  
(x0 , y0 ,α) ; 

 

18:  якщо W [j] =] , то   

19: (x0 , y0 ,α)  = stack(−1);  дістаємо останній елемент із 

стеку 



20:  Видаляємо останній елемент із 

стеку 

 

21: З’єднуємо масив точок  path 

ламаною лінією й виводимо на 

екран 

 

 

Результат роботи програми на MAXIMA приведений на малюнку 

1.2. 



 

Рис.1.2. Результат роботи програми, реалізуючої L-систему та 

черепашкову графіку. 

 



 

Рис.1.3.1. Відображення лінгвістичного ланцюжку 

W1
=F+F−−F+F  



 

Рис.1.3.2. Відображення лінгвістичного ланцюжку 

W2
=F+F−−F+F+F+F−−F+F−−F+F−−F+F+F+F−−F+F ,. ..

 

 

  



1.2. КЛАСИФІКАЦІЯ L-СИСТЕМ 

 

На малюнку рис.1.4 приведена загальна класифікація L-систем  

 



Рис.1.4. Загальна класифікація L-систем 

  



Згідно ще одного варіанту класифікації виділяють наступні види 

L-систем: 

 Детерміністичні контекстно-вільні системи 

 Контекстно-залежні L-системи, де заміна символів 

залежить від найближчих сусідів 

 Системи з гілкуванням з можливістю запам’ятовування 

стану черепашки та повернення до нього, а також 

вимальовування розгалужених структур 

 Стохастичні системи з рандомізацією правил 

інтерпретації, а також з процесом побудови самої 

лінгвістичної послідовності 

 Темпоральні системи з еволюціюванням правил з часом 

 Параметричні системи, в яких з кожним символом в 

лінгвістичному ланцюжку пов’язаний набір параметрів й 

заміна цього символу відбувається при виконанні логічних 

умов, що мають відношення до параметрів 

 



1.2.1. Системи з гілкуванням 

 

 
 

  



1.2.2. Контекстно-залежні L-системи 

 



 



1.2.3. Стохастичні L-системи 

 



1.2.4. 3D 𝐿-систем 

 



1.2.5. L-системи з двома символами 
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